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Conjuntos

Se denomina conjunto a una coleccién de elementos que poseen una caracteristica
comun.

Se llama elemento a cada uno de los objetos que forman parte de un conjunto. Estos
tienen cardcter individual, tienen cualidades que permiten diferenciarlos y cada uno de
ellos es tinico, no habiendo elementos repetidos.

Se puede establecer la relacién de pertenencia entre un elemento y un conjunto.
e Si un elemento se encuentra dentro de un conjunto se dice que pertenece a dicho
conjunto, simbélicamente e

e Si un elemento no se encuentra en un conjunto se dice que no pertenece a dicho
conjunto, simbélicamente &

Determinacion de un conjunto

Un conjunto se puede expresar de dos maneras: por extensién y por compresion.

Por extensién: Un conjunto es expresado por extension cuando se enumeran todos sus
elementos que lo conforman.

Por ejemplo:
e El conjunto de los colores primarios: A ={azul, rojo,amarillo}
e El conjunto de las vocales: B = {a, e,li,0, u}

Por compresion: Un conjunto es expresado por compresion cuando se enuncia una
propiedad que verifican todos sus elementos

Por ejemplo:
e B ={x/xes una vocal del abecedario}
e D= {x/xson los dias de la semana}

Diagrama de Venn

Los diagramas de Venn, que se deben al filésofo inglés John Venn (1834-1883),
sirven para representar conjuntos de manera grafica usando curva cerradas.

A

3 /(24 (1.0
5 G
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Relaciones entre conjuntos

Inclusion:

Un conjunto A esta incluido en otro B, si y solo si, todo elemento de A pertenece a B.

A Notacién: A B

A estd incluido en B.
A es subconjunto de B.
A esta contenido en B.

Ejemplo: El conjunto de los poligonos regulares esta incluido en el conjunto de los
poligonos.

Poligonos
-
Poligonos regulares

Igualdad de conjuntos:

Dos conjuntos A y B son iguales si todo elemento de A también pertenece a B y
reciprocamente.
Simbdlicamente: A=B < (Ac B)A(Bc A)

Conjuntos Disjuntos:

Dos conjuntos son disjuntos cuando no tienen elementos comunes.

Definiciones
Conjunto Vacio: Es un conjunto que no tiene elemento. También se lo llama
conjunto nulo. Ningtin elemento le pertenece. Se lo representa simbdlicamente con &

ol

Conjunto universal: Es un conjunto no vacio tal que todos los conjuntos son
subconjuntos de él. Simbolicamente U.

Observacién: Todo conjunto incluye al & como subconjunto

UTN - FRLP
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Complemento de un conjunto:

Dado un conjunto universal U y un conjunto A, se llama
complemento de A al conjunto formado por todos los elementos de U
que no pertenecen al conjunto A.

Simbodlicamente: A’ o A°
A ={x/xeUAx¢gA}

Observacioén:

U=t} {f=u

Operaciones entre conjuntos

Union de conjuntos: El conjunto “A unién B” que se representa “A U B” es el conjunto
formado por todos los elementos que pertenecen a A, o a B o a ambos conjuntos.

AUB={x/x€A Vv xE€B}

AUB

Interseccién de conjuntos: El conjunto “A interseccion B” que se representa “A N B” es el
conjunto formado por todos los elementos que pertenecen simultdineamente a A y a B.

ANB={x/x€BAXxEA}

ANB

Diferencia de Conjuntos: El conjunto “A menos B” que se representa “A - B” es el
conjunto formado por todos los elementos que pertenecen a A y no pertenecen a B.

A-B={x/x€AAXE&B} i
B
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El conjunto “B menos A” que se representa “B - A” es el conjunto formado por todos
los elementos que pertenecen a B y no pertenecen a A.

B-A={x/x€EBAXxE&A]}

B-A

Diferencia simétrica: El conjunto “A diferencia simétrica B” que se representa “A A B” es
el conjunto formado por todos los elementos que pertenecen a A o a B pero no a ambos
simultdneamente.

AAB={x/x€(A-B) VxE€E (B-A)} B

AAB

Ejemplo:
A= {x/x es primo y menor que 10}

B={1,2,3,4,5)

e AUB={123457)
e  ANB={235)

o AB=[7)

o  B-A={14)

e AAB={147)
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Niameros naturales

El nombre surge por el proceso natural del hombre de contar o enumerar elementos
u objetos de un conjunto. El conjunto de los ntimeros naturales se denota N.

Se caracteriza por tener primer elemento (1) y no tener altimo elemento.

N cuentan con infinitos elementos, por lo que no resulta posible expresarlo por
extension. Haciendo abuso de la notacién se puede escribir:

N ={1,2345,..}

Si al conjunto de los nimeros naturales se le agrega el namero cero (0), este nuevo
conjunto recibe el nombre de Naturales Ampliado y se denota con el simbolo No.

N, = NuU{0}={012345,...}

Se puede establecer una correspondencia biunivoca entre los nimeros naturales y
los puntos de una recta numérica.
Para ello se debe definir:
e Origen
e Sentido
¢ Segmento unidad

Una representacion gréfica de No en la recta numérica, se muestra en la Fig.(1).

0 1 2 3 4 5

Seg%ento

unidad

Fig (1): N, en la recta numerica

Observacién: En los ntiimeros naturales las operaciones de adicién y producto
cumplen la Ley interna, ya que el resultado de estas operaciones entre niimeros naturales
es también un namero natural.

Operaciones y propiedades en No

Adicién en Ny

e Leydecierre:Si anbeN,:a+beN,

e Propiedad asociativa: (2 +0) +¢e¢=a+(b+c)
e Elemento Neutro: a+0=0+a=a

e Cancelativa: a+c=b+c=a=Db

e Uniforme:Si a=bac=d=a+c=b+d

o Propiedad conmutativa: ¢ +b=b+a

UTN - FRLP
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Sustracciéon en No
La sustraccion no cumple la ley interna de No, pues la diferencia de dos nameros
naturales puede no ser un niimero natural (no lo es cuando el sustraendo es mayor que el

minuendo). Ejemplo. 2—-5¢ N,

e Cancelativa: a—c=b—-c=a=>b
e Uniforme:Si a=banc=d=a-c=b-d

Producto en Ny

e Leydecierre:Si anbeN,:abeN,

e Propiedad asociativa: (@-b)-c=a-(b-c)

e Elemento Neutro: a.l=1a=a

e Cancelativa: ac=bc=a=b

e Uniforme:Si a=bac=d =ac=bd

e Propiedad conmutativa: @ -b=b-a

e Propiedad distributiva: a-(b+c)=a-bta-c
a(b-c)=ab-ac

Cociente en Ny

La divisién, no es una operacién interna en No, pues el cociente de dos ntimeros
naturales puede no ser un ntimero natural (no lo es cuando el dividendo no es multiplo

del divisor). Ejemplo: 3:5¢ N,

e Uniforme:Si a=baAac=d=a:c=b:d
e Cancelativa: a:c=b:c=a=>b

e Propiedad distributiva: (a+b):c=a:c+b:c

(a=b):c=a:c-b:c

Numeros primos

En el conjunto de los ntimeros naturales, un nimero primo (distinto de 1) es aquel
que tiene s6lo dos divisores: el mismo ntimero y el 1. El conjunto de los nimeros primos
tiene infinitos elementos.

{23,5,7,11,13,...}

Maéaximo comiin divisor (MCD)

EI MCD de dos o mas ntimeros naturales es el mayor namero natural que los divide.
Para calcularlo, factorizamos los ntimeros es decir, se genera la descomposicion
como producto de factores primos.

EIMCD es el producto de los factores comunes con el menor exponente.

Si el MCD entre los nameros es 1, los mismos son ntimeros coprimos.

UTN - FRLP
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Minimo coman multiplo (mcm)

El mcm de dos o mdas nameros naturales es el menor namero natural que es
multiplo de todos ellos.

Para calcularlo, factorizamos los ntimeros (descomposicion en factores primos).

El mcm es el producto de los factores comunes y no comunes con el mayor
exponente.

Ejemplos:

Calcular el MCD y el mcm entre 72 y 50:

72 2 50 | 2

36| 2 25| § MCD (72;50) = 2

18 | 2 5 mem (72;50) = 2° 3% .52 =1800

9 3

3 3

1

72=2".3 20=257

Calcular el MCD y el mcm entre 8 y 52:

8 2 52 2
4 2 26 2
2 2 13 13
1 1

8=2° 52=2213

MCD (8,52) = 2° = 4
mem (8;52) = 2°-13 =104

UTN - FRLP
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Numeros enteros

La necesidad de resolver operaciones de sustraccion en el conjunto N, en las cuales

el minuendo es menor que el sustraendo, dio origen a la creaciéon de un nuevo conjunto
numérico, el conjunto de los nimeros enteros (Z). Este conjunto carece de primer y altimo
elemento. Tiene o elementos.

Para formar el conjunto Z se define para cada N N, -n considerado el opuesto de

Haciendo un abuso de la notacién se puede escribir al conjunto Z de la siguiente
manera:

Z={.,-3-2-10123,..}
Z=-NuU{0juN
Z2=2 u{ojuz®
z2=2"0Z,

Donde Z~ =—N :{—n/ne N}

Se representan en la recta numérica como indica el siguiente gréfico:

3 210 1 2 3

A
v

negativos T positivos

cero

Observacion: Entre dos numeros enteros existe una cantidad finita de ntmeros
enteros.

Operaciones y propiedades de los niimeros enteros

Se definen las mismas operaciones para el conjunto de niimeros enteros vistas en No
y se conservan las propiedades establecidas en dicho conjunto.

Debemos tener en cuenta algunas reglas operatorias, como ser:

Reglas de los signos: T NI

+o—=- +i—=-—

La divisién, no siempre es posible entre elementos del conjunto Z, esto hace
interesante estudiar la nocién y consecuencia de la divisibilidad.
Sean a, d € Z con d#0. Se dice que d divide a a (o que aes divisible por d, o que

a es multiplo de d) si existe un elemento k € Z tal que & = kd, (o sea que el cociente a/d
es un ndmero entero).

UTN - FRLP
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E:k<:>a:K.d
d

Se debe tener un especial cuidado el papel que desempefia el cero en la
divisibilidad:

. ooa . Lo
Si el valor de d=0, la expresion 6, cuando a # 0, carece de sentido, porque ningtn
namero multiplicado por 0 podria dar como resultado a.
: .0 :
Tampoco tiene sentido 0’ ya que cualquier niimero da como resultado 0 al ser

multiplicado por 0. Falta de unicidad en el resultado, por lo tanto es indeterminado.

Potencia en Z

Base Exponente Signo del
resultado
Par +
+
Impar +
Par +
) Impar -
Radicacién en Z
Indice Radicando Signo del
resultado
+ +
Par

- No tiene soluciéon

+ +

Impar

Con indice impar, la raiz resultard un ntmero positivo o negativo, cuando el
radicando sea positivo o negativo, respectivamente:

27 =3 ¥-27=-3
Con indice par, si el radicando es positivo, la operacion tiene doble solucion.

Ejemplo:
J4 =+2 yaque 22 =4y(-2)°*=4

UTN - FRLP
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Las raices de base negativa e indice par, no tiene solucién en Z, ya que ningtn
namero entero elevado a un exponente par da por resultado un namero negativo.

Valor absoluto

El valor absoluto de un ntimero entero K se define:

k si k>0
|k|:{—k si k<0
Ejemplos:
[5/=>5 [-3=3 9 =0

El resultado es un nimero positivo.
Propiedades del valor absoluto

1) lal=|-4

2) [a-b|=a]-[b

3) |a+bl<[al+]o]

4) [a=b|a|[o]

Nimeros racionales

Es el conjunto cuyos elementos se pueden expresar como cociente de dos ntimeros
enteros. El conjunto de los ntimeros racionales se designa con “Q”.
Q se expresa simbolicamente de la siguiente manera:

Q:{%/an/\beZ—{O}}

Es frecuente utilizar los ntmeros fraccionarios expresados como numeros
decimales:

4 08 1000 _, 5717421148.........
5 729

Y1375

8

En los ntimeros racionales, si en la expresiéon como ntimero decimal se observa la
presencia, en la parte decimal, de cifras que se repiten indefinidamente a partir de cierto
orden, estas cifras reciben el nombre de periodo.

UTN - FRLP
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1_ 0,333...=0,3
3

Peri¢dico puro

% =0,1333...=013  Periédico mixto

Un namero decimal periddico puede escribirse como cociente entre ntmeros
enteros.

Esto tiene importancia para la representacion de los ntimeros racionales sobre la
recta numérica, ya que la ubicacién de un nimero racional sobre la misma podra
efectuarse con mayor facilidad y precision.

Por ejemplo:

Per@_édico puro
1,3=1,333...

X=1,333..
10.X=13,333...

Restamos miembro a miembro

Peri_édico Mixto
15,31 =15,3111...

X=15,3111..

100.X=1531,111...
10.X=153,111...

9.X=-12 Restamos miembro a miembro
X=-12/(-9)
X=4/3 90.X = 1378
X=1378/90
Luego: X= 689/45
1,333...=4/3
Luego:
15,3111...= 689/45
Observaciones:

e En Q existe el inverso multiplicativo: dado un ntimero racional a, a =0,
1
existe otro racional — que al multiplicarlos da como resultado el neutro del
a
producto, el 1.
1
a—=1
a
1 )
e — eselreciprocode a.
a

e Entre dos niimeros racionales existen infinitos niimeros racionales. Por tal
motivo, Q es un conjunto denso.

UTN - FRLP
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Nuameros rea

les UTN

Si un ntmero posee infinitas cifras decimales no periddicas, no puede escribirse

como un cociente entre nameros enteros, es decir, no es un Numero Racional.

Estos

numeros reciben el nombre de Numeros Irracionales (I)

Existen infinitos nameros irracionales, algunos de ellos son:

naturales.

La diagonal del cuadrado de lado 1: V2
El ntmero e, presente en muchos modelos matematicos de procesos

La relacién entre la longitud de una circunferencia y su radio: it

Si un ntimero irracional es radical cuadratico o una combinacién de ellos, se puede

representar construyendo triangulos rectangulos
la hipotenusa es el ntimero a representar).

Por ejemplo, representamos: /17

(se utiliza el teorema de Pitagoras donde

El conjunto, formado por la unién de los ntimeros racionales (Q) y los irracionales

(I), se llama conjunto de los Ntimeros Reales y se
Se establece una relaciéon biunivoca entre

designa por R.
el conjunto R y los puntos de la recta

numérica. Es decir, a cada punto de la recta le corresponde un tnico nimero real y

reciprocamente.

4 a

Enteros (Z) ~<
Racionales (Q) <

Fraccionarios

Irracionales (1)

s
Naturales (N)

Naturales (No)
Cero (0)

Enteros negativos
N

Video: https://www.youtube.com/watch?v=Jr8tjp4rEq8

UTN - FRLP
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Operaciones y propiedades en R

Potenciaciéon en R

En la operacion an= b, en el cual a es la base, n el exponente y b la potencia, con la
condicién de que la base y el exponente no sean simultdneamente nulos, se verifican:

1. Propiedad uniforme: 3=p—=3" =b"

2. Propiedad distributiva con respecto al producto y al cociente:

(a-b)"=a"-b" (a:b)"=a":b"
. . . a‘m . a‘n — am+n
3. Producto de potencias de igual base:
am . an — " — am—n

n

4. Cociente de potencias igual base: a
a‘n .an :;:an—n :ao =1
' n
5. Potencia de exponente nulo: a con a#0
(am) . am-n

6. Potencia de una potencia: a

1 n
7. Potencia negativa: a ™" = (—j
a

b

clab

8. Exponente fraccionario: a° =+va

2 2 2
9. Cuadrado de la suma o de la diferencia: (ai b) =a"+2-a-b+b

3.3 2 2 13
10. Cubodelasumaodeladiferencia:(aib) =a'+3-a"-b+3-a-b"+b

Radicacién en R

e a eselradicando
a=b<b"=a e neselindice, N>2 y nEN
e beslaraiz

Se verifican las siguientes propiedades:

a=b="Ya=%b

1. Propiedad uniforme:

2. Propiedad distributiva respecto del producto y el cociente:
n/(a-b) =%a-Vb n/(a:b) =%a: Vb
3. Ley de simplificacion:
m
Si n es impar: (Q/a)n :W:a (%)m =Na™ =gn"
Sin es par: (Q/ET =a" = |a|

UTN - FRLP
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4. Raiz de raiz.
mn/a =™Ya Ejemplo: 3\/% -

5. Amplificacién

Q/a_m ="ya™ Ejemplo: %/? =3%J5%4 :1\7/?

Operaciones con radicales:

Extraccion e introduccion de factores de un radical:

Extraccion:

Tenemos que tener en cuenta que soélo se podran extraer del radical aquellos
factores cuyo exponente sea igual o mayor que el indice de la raiz.

o V32=425 = \22220 =22 o2 2 =222 =442
o V12=+22.3=1223=2/3

o 3/81x°.y° =3/3'x0.y° :@.%.W.W.W:&xz.y.ﬁﬁyz

Introduccion:

Es el proceso inverso a la extraccion y para ello basta con hallar factores
equivalentes que contengan el mismo indice del radical.

a-32=3Ya*32=%a%2
223 45 =4/(2°f &) 46 =4[] () -6 =42 32 3.2 =4/2° 3"

Adicién y sustraccion

Sélo pueden operarse términos que tengan radicales semejantes. Dos radicales son
semejantes si tienen el mismo indice y el mismo radicando.

3v5+2/5-645=-15 2Ja++b++/a=vb+3V/a

Producto y cociente

V34/5=435=415 %:%/Ezﬁzsg

Ejemplos de operaciones combinadas aplicando propiedad distributiva:

(\/§+\/§).\/§=\/5_2+\/E=5+\/E
e (24+3).2-3)=4-2J312J3 32 =4-3=1

Para multiplicar o dividir radicales con distinto indice, es necesario convertirlos a

comun indice. Encontrar un comun indice es encontrar radicales que, siendo equivalentes
a los dados, tengan un indice comun.

UTN - FRLP
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Ejemplo 1: UTN

923/5.8/2 =

Se reduce a comun indice: \/E ; ?&/g ; 5\/5
Una alternativa es buscar el mem entre los indices 10, 3 y 5:

10
3 5 5

> | s
L 1 1
mem(10,35) = 2-3-5 =230

13/5=3§)/2—3 %230510 2/523026

9245, 42 =42 45057 ~ 75

Ejemplo 2:

3\,/_ \/_ Rlg4 - 12/23 12/54 28 _ 12_
Racionalizacion de denominadores:

Se llama racionalizaciéon al procedimiento mediante el cual se logra convertir
una expresion con denominador irracional en otra equivalente con denominador
racional.

Se pueden presentar dos casos:

e Un término en el denominador

33\/_3\/_3\/_3\/5

572 522
y o2 _ 2833 A3 2

= £3/3
3 3330 3 3

e Dos términos en el denominador

3 _ 3 2-45  3@2-45 635 _
245 2445 2-+5  (2++/5).2-+5) 4—25+25-+/52
_6-3/5_6- 3J_ 64345

4-5 -

4 4 5-3_4GB-V3) = = &
NI I B S

v
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Intervalos UTN

Los intervalos son subconjuntos de R que se pueden representar graficamente en la
recta numérica.

INTERVALOS FINITOS.
Definicion: Dados dos ntimeros reales & y &, llamamos intervalo de extremos & y &

al conjunto formado por todos aquellos ntimeros reales comprendidos entre & y 2.
Si los extremos pertenecen o no al intervalo se distinguen:

a) Intervalo cerrado: Es aquel al cual pertenecen sus extremos.
Simbolicamente:
[a.b] = {xfx =R M a<x <h}

Su representacién gréfica es:
R

<—H—>

a b

b) Intervalo abierto: Idéntico al anterior, pero a él no pertenecen los extremos.
Simbolicamente:

(a.b) ={x/fx =R Na < x<bh}

Su representacién grafica es:
o b

¢) Intervalos semiabiertos o semicerrados: Contienen solo uno de sus extremos.
c1) Abierto por izquierda y cerrado por derecha:
Simbolicamente:

(a.b] ={xfx=sRMNa <x=h}
Su representacion grafica es:

R

—(—

a b

c2) Cerrado por izquierda y abierto por derecha:
Simbdlicamente:

[a.b) ={x/x=sR MNa =x=<bh}
Su representacion grafica es:

R

——

a b

INTERVALOS INFINITOS.

Dado el intervalo (=%&], al mismo pertenecen todos los ntmeros reales

menores o iguales que 2.

UTN - FRLP
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(—mal={x/x=R N x=a}

— ¥ selee "menos infinito" y no simboliza un namero real.

Su representacion grafica es:
R

m_—>

a

La notacion de intervalo permite utilizar una nueva simbologia para el conjunto
de los ntiimeros reales.
R = (—=, +a

Ejercicio: Recordando la definicién de valor absoluto

X x>0
X =

-X x<0

Hallar V_QZZ Alternativa A

|x q_ X-5 Xx-5>0
—(Xx=5) X-5<0<+—Alternativa B

Existen dos alternativas: AvB
Alternativa A \% Alternativa B
X-5>2Ax-5>0 —(x-52>22Ax-5<0
X=2+5AX25 —X+5>2+5Ax<5
X=>7TAX>5 —X>2-5A%x<5
—X>-3AX<5
:::::i: X<3AX<5

P — TSRS } 4 :: (—00,3]
3

R : (—o0,3]U[7,+0)

UTN - FRLP
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Logaritmo:

Logaritmo de un ntimero es el exponente al que hay que elevar la base para obtener
el argumento. Definicion:

Argumento o
antilogaritmo

l a>0
Iogba: Y =3 b>0

e (i l l b=1

base del logaritmo cgaritime Dasc potencia

exponente

;
b

De la definicién de logaritmo podemos decir:

*  No existe el logaritmo de un nimero con base negativa
*  No existe el logaritmo de un nimero negativo

*  No existe el logaritmo de cero

. El logaritmo de 1 es cero log,1=0

*  Ellogaritmo en base a de aes 1. log,a=1

Propiedades de los logaritmos

*  Producto
El logaritmo de un producto en una base dada, es igual a la suma de los logaritmos
de los factores en esa misma base.

log,(b-c)=1log,b+log,c
= Divisién

El logaritmo de un cociente en una base dada, es igual a la diferencia entre el
logaritmo del dividendo y el del divisor en esa misma base.

log,(b:c) = Ioga(bj =log,b—-log, c
C

=  Potencia
El logaritmo de una potencia en una base dada es igual al producto entre el
exponente de la potencia y el logaritmo de la base de la potencia.

log,b™ =m-log, b
Logaritmos decimales

Se llaman logaritmos decimales a los logaritmos que tienen por base el niimero 10.
log,, X =log x

UTN - FRLP
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UTN
Logaritmo Neperiano o natural
Se llaman asi a los logaritmos que tienen por base el numero e.
log, x=InXx
Donde e es irracional y aproximadamente igual a 2.71828182845904523. ..

Cambio de bases
Se define al logaritmo de x en base a (suponiendo que a, x y b son nimeros reales
positivos y que tanto a como b son distintos de 1) de la siguiente manera

log, x
log, x = 99, X
log, a
Ejemplos con logaritmos:
log,5= IOLS
log 2

log,4 =2 wyaque 22 =4

log, 9 =2 wyaque 32=9

log,32 =5 wyaque 2% =32
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Numeros Complejos

La resolucién de ciertas ecuaciones en el campo de los nimeros reales dio origen a
los ntimeros complejos.

(x-1)*+4=0 La radicacion de indice par y radicando
(x-1)2 =4 negativo NO TIENEN SOLUCION EN R

X-1=+-4

~ Resultanecesario ampliar el campo numeérico.

Definiendo el conjunto de los nlimeros complejos
x—1=+4/-1 N
X—-1=%2i
X=1£2i
X, =1+2i
X, =1-2.

Un namero complejo en la forma bindmica se escribe Z = a + bi
La parte real de Z: Re(Z) =a
La parte imaginaria de Z: ! m(Z) =b

Representacioén grafica

Z =a+bi
Im

b= J
]
|
)
| Re
a

Potencias sucesivas de i
0 — 1 it —1 Desde i* en adelante se repiten los valores
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UTN
Si el exponente es ; v efectuando la division por 4

\=~ o
O

a=4.q+rconr <4

@ =%t =i im = (1990 = LT =i

Ejemplo:
+39 1 4.9+3 ('4 9:3 +3
=@{")"1" =

1°7 =1 I =—
Adicién
SeanZ1 = a+biyZ, =c+di
W+ Zy=(a+c)+(b+d)i
Z, =2+3i

Ej lo: Z, +Z,=2+3i+5-4i=7-I
P 7, 54 1o

Sustraccion
SeanZi = a+biyZ, =c+di
Zy,—Z,=(a—c)+ (b—d)i

Z,=2+3i
Z,=5-4i
Video: https://www.youtube.com/watch?v=skRMX IcMQw

Ejemplo: Z,—72,=2+31—(5-4i)=-3+T7i

Producto

Seanzl =a + blyZZ =C + dL

Zy.Zy =(a+biyc+ di) = ac + adi + bci + bdi? = ac + adi + bci + bd. (=1) = ac + adi +
bci — bd = (ac — db) + (ad + be)i

Z,=2+3i Z,.Z,=(2+3i).(6—4i) =10-8i +15i —12i* =

Ejemplo: )
Z,=5-4i =10-8i +15i +12 =22+ 7i

Video: https://www.youtube.com/watch?v=04mkYvNtHPk

Conjugado
Sea Z1 = @ + bi se define £1 al ntimero complejo que conserva la misma componente real

y posee la opuesta de la componente imaginaria, o sea, 21 = & — i
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Im UTN

Re
Cociente
Sean
Z]_:a‘l'biyZz:C‘l'di
Zy a+bi a+bi c—di _ gc—qdi+ bci—bdi?
Z, c+di c+di'c—di cZ + d2 B

_ (ac +bd) + (—ad + bc)i  ac+hd —ad +bc.
- c2 + (2 _C2+d2+ C2+d2

Video: https://www.youtube.com/watch?v=JWWbOhmn70E&t=69s

. . . Z
Ejemplos: Sean Z, =2+4i y Z, =3—i. Calcular =+

2

Z, 2+4i 3+i 6+2i+12i+4i° 6+2i+12i—4 2+14i

L1 1+Zi
Z, 3—i 3+i 9+3i-3i-i? 9+1 10

Otros ejemplos:

(2+3i)+(l—i) +(—5+4i)=(2+1—5)+(3—l+4)i=
=—2+46i

5 _ 2 N _ /5 . 2 .
3
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Polinomio de una sola variable

Sean g :a;a,;.....;a, NumMeros reales yn € N,, llamaremos polinomio de la variable x

a toda expresion algebraica entera de la forma: 3 —a x + a2x2 +ota X"

Los polinomios se nombran con letras maytsculas indicando la variable entre
paréntesis. Ejemplo: P(x).

P

n n-1
o = X+, X X+

El polinomio sera de grado n si el termino de mayor grado es aan cong #0.

A @, selo llama termino independiente y su grado es 0.

A an se lo llama coeficiente principal del polinomio de grado n.

Ejemplos:

P, =6 v 1 x—10 s un polinomio de grado 4y su coeficiente principal es 6.
1 es un polinomio de grado 1y su coeficiente principal es — 1

Qu =-=X+1 P & y princip 3

T.=4 es un polinomio de grado 0 y su coeficiente principal es 4.

El polinomio 0x" +0x"™* +......+0x + 0 se lo llama polinomio nulo.

Operaciones con polinomios

Adicidn v sustraccion de polinomios

La adicion o sustraccién entre polinomios da como resultado un nuevo polinomio.
Sean P, ¥ Q( ) dos polinomios, en estas operaciones el resultado se obtienen
X X

operando términos que compartan el mismo grado.

Ejemplo:
Sean: P(X) =% - x®+2x -1 Q(X) =x*+3x3—2x+2
Hallar
Py + Qi Py = Qi
2x*— x}+2x-1 2xf— x*+2x-1
+ 4 3 4 3
X" 4+3X°=2X+2 X" +3X°—=2X+2
3t +2x3 +0x +1 x*—4x®+4x-3
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Polinomios iguales y opuestos UTN

Sean

P ¥ Qo

e Si al sumarlos se obtiene el polinomio nulo, entonces son polinomios opuestos
o Si al restarlos se obtiene el polinomio nulo, entonces son polinomios iguales.

Productos de polinomios

Cuando se multiplican dos polinomios, el resultado es un polinomio y su grado es
igual a la suma de los grados de los polinomios factores.

Para calcular el producto multiplicamos cada uno de los términos (monomios) de
un polinomio por cada uno de los términos del otro polinomio y operamos finalmente
entre los términos de igual grado (monomios semejantes).

Ejemplo:
_ 3 v _

Sea P, =X —2X+2 Qu =%—-3

P(X).Q(X) = (x® —2x+2).(x=3) = x* =3x® —2x* +6x+2x -6 = x* —3x> —2x* +8x—6

Division de polinomios

Dados dos polinomios P(X) y Q(X), con Q #0- existen dnicos polinomios Co ¥

R

%) tales que:

Py = Q" Cro + R

Siendo el grado de R(X) menor que el grado de Q(X) .
P(X)reabe el nombre de dividendo, Q(X) el divisor, C 00 el de cociente y R(X) es de

resto o residuo.
Los polinomios C(X) Y R, se obtiene al efectuar la division de P(X) por Q(X)

mediante el siguiente procedimiento:

a) Ordenar y completar los polinomios P(X) y Q 00"

b) Se divide el término de mayor grado del dividendo por el término de
mayor grado del divisor, el resultado es un sumando del cociente.

C) Se multiplica el sumando del cociente obtenido en el paso anterior por el
divisor, y el resultado se resta del dividendo, obteniendo un resto “parcial”.

d) Si el grado del resto obtenido en el paso anterior es menor que el grado del

divisor, se termina el procedimiento, en caso contrario, se repiten los pasos (b), (c) y (d),
pero tomando como dividendo el resto obtenido en el paso anterior.

Ejemplo:

Sean P, =2x"-3x*+3x—-6x° -1 Quy =—3x+X+1

Hallar Py Qu
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2xt —6x’ —3x?—3x-1 |x?-3x+1
2x* -
0+ 0 —5x%-3x-1
—5x*+15x-5
0 —18x+4
El cociente es C(X) = 2x* —5 y el resto es R(X) =—18x +4

Se observa que el grado del cociente es la diferencia entre el grado del polinomio
dividendo y el grado del polinomio divisor.
Cuando el resto es igual a cero (polinomio nulo) el cociente resulta exacto y en esas

condiciones decimos que P(X) es divisible por Q(X), Q(x) es divisor de P(X) 0 P(X) es
altiplo d .
multiplo de Q(X)

Raices de un polinomios

Un ntmero real aes raiz de un polinomio Py’ si P, € anula para X=a.
X

En simbolos: X =a esraiz de P(X) — P(a) =0

Ejemplo:
P(x) = x> —4x+3

3 es raiz de P(x)
P()=3°-43+3=0

Regla de Ruffini

La regla de Ruffini es un procedimiento “abreviado” para determinar el cociente y
el resto que se obtiene al dividir un polinomio P,, Por un polinomio de la forma X—a,

con a e R, a partir de los coeficientes de p( ) y el cero o raizde X —a.
X

A través de un ejemplo se aplica la regla de Ruffini.

Sea P(X) =4x> +3x* -5x+2 vy Qu =X—3

a) Colocamos los coeficientes de P(x) (divisor), ordenado y completo, en una fila.

4 3 5 2

b) Se determina la raiz o cero de Qu (divisor). Con esta informacién generamos la
X

siguientes estructura:

4 3 5 2
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UTN
4 3 -5 2
3| |
4
4 3 -5 2
+
3 fliz
x N4 15

c) Se repite el proceso y el tltimo valor que se obtiene es el resto de la division.

4 3 5 2 —coef.deP,

CerodeQ, —[3]| 12 45 120
Coef.deC,,= |4 15 40 — resto

C(x) =4x* +15x +40 R(x) =122
Como P(X) = Q(X) . C(X) + R(X), entonces
(4x® +3x% =5x + 2) = (x —3).( 4x® +15x + 40) +122

Teorema del resto

Si se realiza la division de un polinomio P,, Por (X - a), puede ocurrir que el resto
X

sea nulo o de grado cero.
Por lo tanto: P.=Q.-C.+R
() )~ (x)

Si Ry =rY Q,=Xx-a: Si X =a, reemplazando en la igualdad anterior.

Pa=(@-28)-Cq+1 = Py =r1
Se puede hallar el resto de la division, sin hacer el algoritmo de la operacién, basta
con hallar el valor de P, " X=a.

Ejemplo: Determinar el resto de dividir P(x) y Q(x)
P(x) =4x® —15x + 4 Q(X)=x+2
P(-2)=4(-2)° —15.(-2) +4=-32+30+4=2

Por lo tanto, 2 es el resto de dividir P(x) y Q(x)
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Factorizacion de polinomios

Representa expresar un polinomio como un producto.
a) Factor comun:

Procedimiento
v" Buscamos el factor o los factores comunes que se encuentren en todos los
términos del polinomio.
v' Se expresa el polinomio dado como el producto del factor comtn por el
polinomio que resulta de dividir cada término del polinomio original por el factor
comun.

Ejemplos:
o AX®4+8x* —2x% =2x%.(2x% +4x* -1)
o 15xy® —20xy =5xy.(3y —4)

b) Factor comin en grupo:

Procedimiento:
v" Se forman grupos de igual cantidad de términos que tengan factor comun,
se sustrae dicho factor comtn en cada una de los grupos.
v" Deben quedar términos con un paréntesis (factor) comun.
v' Se extrae dicho paréntesis como factor comun.

Ejemplos:
o Py =7x=5x*+14x—-10=(7x"—5x*)+(14x—10) =
=x*(7x-5)+2(7x-5)= (x4 +2)(7x—5)
o 2m+2r—tm—tr=2.(m+r)—t.(m+r)=(m+r).(2-t)

c¢) Diferencia de cuadrados:

Procedimiento:

v' Se presenta la resta de dos términos y cada uno de ellos esté elevado a una
potencia par.

v' Se debe identificar la resta (debe haber un solo signo negativo) y los
cuadrados perfectos.

v Calculo las bases de los cuadrados perfectos (haciendo la raiz cuadrada de
cada uno)

v' Transformo la diferencia de cuadrados en un producto de binomios
conjugados, formado por dichas bases.

Ejemplos 1:
9x? - 25

\JIx? =3x
J25 =5

} entonces 9x* — 25 =(3x+5)(3x-5)
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4 g 2 3 2 3
—X =-81l=(=x"+9).(=x-9
(3 )(3 )

Ejemplos 2: 9

d) Trinomio cuadrado perfecto:

Recordando que: (X + a)2 =x%+2ax+a?

Procedimiento:

v Se reconocen los cuadrados perfectos, los cuales no pueden ser negativos.

v Se calcula el doble producto de las bases y se verifica que ese resultado se
encuentre en el trinomio dado. Si el doble producto figura en el trinomio dado,
entonces es un trinomio cuadrado perfecto.

v" Se expresa como el cuadrado de un binomio.

Ejemplos:
[}
Py =4+ —+x°
4x° =2x°
%6 =% es un trinomio cuadrado perfecto
2.2x° A X3
4
1 1y
Entonces: P, =4x°+—+x’=| 2x* + =
16 4

o X'=2x"+1=(x*-1)7

e) Cuatrinomio cubo perfecto

3
Recordando que: (X + a) =x3+3x%a+3xa’+a’

Procedimiento:
v Se reconocen los cubos perfectos
v' Calcular:

» El triple producto del cuadrado de la primera base por la segunda.
» El triple producto de la primera base por el cuadrado de la segunda.
v Si estos calculos son parte del cuatrinomio dado, entonces decimos que un
cuatrinomio cubo perfecto, y luego se expresa como el cubo de un binomio.
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Ejemplo:
P, =8x* —36ax’ +54a’x - 27a’

8x° = 2x
3/T7a3:—3a
3-(2x)"-(-3a) = —36ax?
3-(2x)-(-3a)’ =54xa’

Entonces: P,,, =8x" —36ax® +54a’x —27a’ = (2x—3a)’

es un cuatrinomio cubo perfecto

f) Suma o resta de potencias de igual grado

Se busca una raiz del polinomio y se factoriza utilizando la regla de Ruffini
Ejemplo:

P,=x"+a’

—a ()
Es raiz del
polinomio P(x)

5
\10000a

Py =(x+a)(x —ax +a’x’ —a’x+a’)
Ejemplo:
x* —8=x%-2°

1 0 0 -8
X2 —8=(x—-2).(x>* +2x+4
2 2 4 8 ( )-( )
1 2 4 0
Divisibilidad:

En este caso consiste en hallar los divisores del polinomio dado. Esto lo efectuamos
mediante la siguiente propiedad:
“Si un namero aes raiz de un polinomio P(X), dicho polinomio es divisible por

(x—a), es decir, al dividir P, POT X— a, el resto de la division es cero”

Por el teorema del resto tenemos que: P, =0

Peo 1(Xx=2)
0 C Py =(x—2)-C,

Este tipo de division la podemos realizar con la regla de Ruffini.

()
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Calculo de las raices de un polinomio: UTN

Para calcular las raices de un polinomio se iguala a 0 la expresion y se resuelve la
ecuacion.

Ejemplos:

Sea P

o =3X+1

3x+1=0 1
§es raiz de P(x)

Lad | —

3x+1:(x—%).3

Sea Py =2x"—7x+3

—b+AlF —4ac

2a
2x? —7x+3=0 12,
1_—:
72 0—7F —4.2.3 T 4024 7=%5 4
N2 = 2.2 = 4 Ty X_Z_l
=o==
4 2

2x% —7x+3=(x —3).(x—%).2

Expresiones algebraicas fraccionarias

Dados dos polinomios , tal que sea distinto del nulo, se denomina
p Fo ¥ Quyr & dU€ Q)

expresion algebraica fraccionaria a toda expresion de la forma: Ry,

Q(X)
Ejemplo:

x+3_ x+3 Tx:xz0"x#-1

x+x x(1+ x)

Una expresion algebraica es irreducible si no existe en ella factores comunes en el
numerador y el denominador.

Simplificacion de expresiones algebraicas fraccionarias:

Para simplificar una expresiéon algebraica fraccionaria se debe factorizar el
numerador y denominador y simplificar los factores comunes presentes en ambos; de esta
manera se obtiene una expresién irreducible equivalente a la original. El objetivo de
simplificar, es reducir la expresién y poder efectuar operaciones en forma mas sencilla.

Ejemplo: X*+2x-3 MM 1
x3+3x2—x—3_M(x+1)M_(x+l)
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Suma vy resta de expresiones algebraicas fraccionarias:

Si las expresiones tienen igual denominador, se suman o se restan sus numeradores,
segun corresponda.

Para expresiones de distinto denominador, estas se deben transformar en otras,
equivalentes a las dadas, que tengan el mismo denominador.

Este denominador (comtn) es el mcm de los denominadores de las expresiones.

Ejemplo:
o2 x 1,2 x A+ +22-x2(x-])
2x—2 -1 x+1 20— (x—D{x+1) x+1 x—1x+1)
Cx—144-2x(x—1)  —x+3-2F+2x _ X +x+3
T 2x-D(x+D  2x-D(x+) 20 Dx+D)
3 3
C(xaD).(2x43) 2EXFD) oxag

2.(x-1.(x+1)  2.(x-1)  x-1
VX X#1Mx#-1

Multiplicacidon de expresiones algebraicas fraccionarias:

El resultado de multiplicar dos expresiones algebraicas fraccionarias es otra
expresion algebraica fraccionaria cuyo numerador y denominador son el producto de los
numeradores y denominadores de las expresiones dadas:

P(x) T(x) _ P(x)'T(x)

Q(x) S(x) Q(x) 'S(x>

x> -4 x-1 (x-2).(x+2) x-1 _x-2
2Xx—2 4x+8 2.(x-1) 4.(x+2) 8

Ejemplo:

Division de expresiones algebraicas fraccionarias:

El resultado de dividir dos expresiones algebraicas fraccionarias es otra expresiéon
algebraica fraccionaria que se obtiene multiplicando la primera expresién por la reciproca
de la segunda:

Po . Too _ Po S

Q(><) S(X) Q(><) T(X)

Ejemplo:
x?-2x+1 3x*-3x _ (x-D*  3:x(x-1) (x-1)* .  3I:x(x-1)  2.(x-1).(x-2)
5x+10 2x®-8x 5.(x+2) 2x.(x2—4) 5.(x+2) 2x.(x—2).(x+2) 15
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Sistema de coordenadas cartesianas

El sistema de coordenadas cartesianas (René Descartes) consta de dos ejes
perpendiculares entre si. La interseccién entre los ejes determina el origen de coordenadas

©O).

El eje horizontal se denomina eje de abscisas y el eje vertical se llama eje de

ordenadas.

Estos ejes perpendiculares dividen al plano en cuatro cuadrantes.

Cuadrante (lI)

4

Cuadrante (l)

Cuadrante (lIl)

Conociendo las coordenadas de un punto este puede ubicarse en el plano.

Ejemplo: p(_2,3).

Cuadrante (IV)

¥

.
(n )
P(-2,3)
g 3
-X X
2 9
an )
g

Video: https://www.youtube.com/watch?v=C0Q53CPByP0&t=4s

Distancia entre dos puntos del plano

Sean P (x,y,) Y B (x,Y,)
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Ay
Pz(xzzyz)
Y,
Y2—N
¥ R(x.y
1 L
% X
. x x,

RR =% %) +(V, -, )’

P =% =% ) +(V - W)

~d(BR) =% %) + (v, ~ %)

Férmula de distancia entre 2 puntos

Ejemplo: Hallar la distancia entre los puntos P1(3;-3) y P2(6;1).

d(P,,P,) =/(6—3)% + (1+3)?

=37 +4%7 =\/0+16 =25 =5

Punto medio de un segmento

Para calcular las coordenadas del punto medio de un segmento .7z, se deben
realizar el promedio entre las coordenadas de los extremos.

Yz 4

¥1

X1

X3

W

Ecuacion de la recta

Definicién: Un lugar geométrico es un conjunto de puntos del plano que satisfacen
determinadas propiedades geométricas.
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Definimos recta como el lugar geométrico de los puntos del plano, tales que, UTN

tomando dos puntos diferentes cualesquiera P (Xl’ yl) Y P, (Xz’ Y, ) del lugar geométrico,

el valor de la pendiente m calculada por medio de la expresion: M= Y, =Y, X, %%, (I )
X=X
resulta constante.

&
&
[

L

Existen diferentes formas de escribir la ecuacion de la recta.
e La ecuacién general o implicita de la recta tiene la siguiente estructura:
Ax+By+C=0

o La ecuacioén explicita es ¥ = M-X + D donde m es la pendiente y b la ordenada
al origen

Ejemplo: Representacion grafica de y=2x-5

_ -1
J£a— a0

.5 {4 Ordenada al origen
/ h=-5

La pendiente (m) indica la variacién de la variable dependiente (y), por cada unidad
que varia la variable independiente (x), es decir, la cantidad de unidades que disminuye o
aumenta “y” por cada unidad que se incrementa “x”.

La Ordenada al origen (b) es un valor que indica donde la recta intersecta al eje de

ordenadas. Dado que la interseccién es un punto, este tendra como coordenadas (0,b).
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Ecuacion de la recta dado un punto y la pendiente

Por un punto del plano pasan infinitas rectas.

Consideramos el haz de rectas que pasa por el punto P (xo,yo).
La ecuacién explicita de una recta del plano es:
y=m.x+b (1)

Si la recta pasa por P sus coordenadas verifican la ecuacion anterior.
Yo =m.xo+b (2)
Restando miembro a miembro (1) y (2) y sacando factor comtn m:

Y-Yo=m.x+b-(m.xo+b)
Y-Yo=m.x+b-m.xo-b)

Yy-yo=m. (x-x0)

Conclusion: Podemos encontrar la ecuacién de la recta teniendo como datos la
pendiente y un punto perteneciente a ella.

Ejemplo: Hallar la ecuacion de la recta de pendiente 2y pasa por el punto Po(2;5).

y-5=1/2.(x-2)
y-5=12.x-1
y=1/2 .x +4
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Ecuacion de la recta que pasa por dos puntos

Por dos puntos pasa una sola recta.
Consideremos los puntos Py (xo,y0) y P1 (x1,y1), pertenecientes a la recta.

Dado que cada punto pertenece a la recta, sus coordenadas satisfacen la ecuaciéon

de la recta.
yo=m.xo +b yi=m.x3 +b

Restamos miembro a miembro.
yi -yo=m.x; +b-(m.xo +b)

y1 -yo=m.x1 +b-m.xo -b
yi -yo=m. (x1 - xo)

Y1_y0 _

2L 20 -m

X = Xo

Habiendo obtenido el valor de la pendiente de la recta y teniendo en cuenta que la

recta pasa por el punto Pi(x1,y1), usamos la ecuacién anteriormente obtenida.

Y-Yo :m.(x-xo)

Reemplazamos el valor de m.

yl_yO .(X'XO)

Y'yo - X, — X,

Acomodamos la ecuacién

Y-Yo _ X-X%g
Yi—Yo X; =X,

Ejemplo: Hallar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos Po(1,5) y P1(2;4)

y-5_x-1 y-5=(x-1).(-1)
4-5 2-1

y=—X+1+5
y-5_ x-1
-1 1

y=-X+6

UTN
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74
y=-x+6
[

Posiciones relativas de la recta

Dos rectas son paralelas si tienen la misma pendiente.
Sean
l:y=mXx+b

l,:y=m,x+Db,

Entonces |, /], siy solosi m =m,

7
Ejemplo: .
5 4
y=2.Xx+3
4]
y=2.x > Son rectés
paralelas. Tienen
igual pendiente
y=2.X-2 m=2
J
2 / A

Dos rectas son perpendiculares cuando el producto de sus pendientes es -1.

Video: https://www.youtube.com/watch?v=kdlyateO6P0&t=37s
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Sean:
l:y=mx+Db
l,:y=mx+b,

Entonces |l 1 |2 siysolosim .m,=-1

Ejemplo:
Liy=-%.x-2 o /s
lb:y=2.x+4 y=-051+2
1
m,.m, = -§.2=—1
1 2 3 A
Ejercicio:

Hallar la ecuacion de la recta perpendicular a -4x+2y+8=0 y pase por Po(-1,1)

Se escribe la ecuacion de la recta en forma explicita

-4x+2y+8=0 mm, =-1
2y=4x-8 = |
Y 2m, =-1
y_zx-4 . y=2x-4
-1
m, = ?
1 3
y_lz—E(X+1) y=-05+05
1 1
y——lx-l-l
2 2 |
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Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas

Una ecuacion lineal con dos incégnitas es una expresion de la forma: gx + by = donde
a,b, c son valores numéricos (coeficientes) y las incoégnitas son x e y. Graficamente representa una

recta en el plano.
Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas serd de la forma:

ax+by=c
a'x+b'y=c'

Resolver el sistema implica encontrar los valores de las variables que satisfacen ambas
ecuaciones.

Graficamente lo que tenemos son dos rectas en el mismo plano.

En este tipo de sistema de ecuaciones se pueden presentarse los siguientes casos:

= Sistema compatible: el sistema admite solucion.
v Sistema compatible determinado (S.C.D.): El sistema tiene tnica solucion.

La representacion grafica consta de dos rectas que se cortan en un punto; los valores de
x ey de este punto son la solucién al sistema.

N

-X

¥

v’ Sistema compatible indeterminado (S.C.L): el sistema admite infinitas soluciones.
La representacion gréfica son dos rectas coincidentes. Todos los puntos de las rectas son
solucién del sistema.

N\

-X
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= Sistema incompatible: el sistema no admite solucién. En este caso, su representacion
grafica son dos rectas paralelas.

N

SN

X X

Métodos analiticos de resolucion

Método de sustitucion

1°  Despejar una incégnita en una de las ecuaciones.

2°  Sustituir en la otra ecuacion la incoégnita despejada.

3°  Resolver la ecuacion resultante, que es de primer grado y obtenemos el valor de una
de las incégnitas.

4°  Sustituir el valor obtenido en la ecuacién despejada en el 1° paso y la resolvemos

5°  Verificar los resultados obtenidos

Ejemplo:
2x+y=7  (I)
x+3y=11  (Il)
-5x=11-21
De la ecuacion (|) y=7-2xX —5x=-10
Enla (1) x+3(7-2x)=11  x=-10:(-5)
X+21-6x=11 X=2

y=7-2-2 = y=3

. re . . 2.2 =7 4 =7 7=7
Verificacion +3 N +3 N
2+3-3=11 2+9=11 11=11

Solucion: x =2; y=3

s =1{(23)}
~.SCD.
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Método de sumas vy restas

Consiste en conseguir que al sumar o restar dos ecuaciones del sistema resulte una ecuaciéon
con una sola incégnita. Para ello serd necesario multiplicar una ecuacién y en algunos casos las dos
ecuaciones por ndmeros convenientes para que en las dos ecuaciones los coeficientes de una de las
incoégnitas sean niimeros opuestos o iguales.

Ejemplo: X+2y=9 (1)
3x—y=20 (I

v Multiplicando por 2 la (1) X+2y=9 (1)
6x—2y=40 (I)

v Sumando miembro a miembro las dos ecuaciones

X+2y=9
6x—-2y =40
7x=49
x=7
v" Calculamos el valor de la otra incégnita sustituyendo la x en cualquiera de las dos ecuaciones.
7+2y=9
Enla (|) quedaria: 2y=9-7
y=2
2
y=1
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Solucion: x = 7: y=1

s ={(7D)}
~SCD.

-1 0 1 2 3 4 5 5/7 8 N

Método de igualdad

1°  Despejar la misma variable de las dos ecuaciones

2°  Igualar las dos expresiones

3°  Resolver la ecuacion resultante y obtener el valor de una de las incégnitas.

4°  Sustituimos el valor de la incégnita obtenida en cualquiera de las ecuaciones
despejadas en el 1° paso.

Ejemplo:
(3x—2y=8
x+y=0
+2y
[31‘—23 =8 x=8 i
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o My
2) 2 o6
t 3
1) 8+2y=18-3y
5y=10
2

x+2=0
x=06-2
x=4

S ={(4;2)}
SCD

Sistemas de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas

Método de Cramer

En un sistema de 3x3, el valor de las variables se obtiene a partir del cociente
determinantes de la siguiente manera:

Sea

11X + QX5 + A13X3 = by
(1% + QXy + Ay3x3 = b,
a31X; + a3p%; + azzx; = by

by @ aq3
by, ay; ass
by as; ass
A1 Qqp g3
Az QApp 33
(31 O3z U3z

ajq bl Az i1 aAq2 bl

az1 by azs a1 Az by

Xy = az; bz aszz — 1931 Q3) bs
2 aj; Qi Qg3 3 a11 Qg2 Aq3
az; dzz Qz3 az1 Qzz Az

az; dzz d4zs 31 dzz Gaz3

Para calcular los determinantes aplicamos la Regla de Sarrus.

entre
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Regla de Sarrus

A la suma del producto de los elementos de las diagonales que tienen la direccién de la

principal, se le resta la suma del producto de los elementos que se encuentran sobre las diagonales
que poseen la direccién de la secundaria.

. . a. a. @, ™\ Diagonal secundaria
Diagonal principal

a'.l.l'aZZ'a33 + a'21'a'32'a13 + a‘31'a12'a23 - (a13'a22'a31 + a23'a'32'a11 + a33'a12'a21)

Ejemplo. Resolver

x+2y—z=3

{ 2x—y+z=12
Ax+y+2z=-1

2 -1 1
1 2 =1 = 222+1.1.1+3.(-1).(-1)-[1.2.3+(-1).1.2+2.(-1).1]= 10
3 1 2
2 -1 1
1 2 -1
5 -1 1 2 2 1 2 -1 2
3 2 1 1 3 -1 1 2 3
__112_,=3—12=_.=31—1=_-
= 10 =2y 10 Lz 10 3
S ={(2-1-3)}
-.S.C.D.
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Trigonometria

La trigonometria es una de las ramas de la matemaética, cuyo significado etimoldgico es “la
medicién de los tridngulos”. Se deriva del vocablo griego trigono: "tridangulo" y metron: "medida".

La trigonometria estudia las relaciones entre los angulos y los lados de los tridngulos. Para
esto se vale de las razones trigonométricas, las cuales son utilizadas frecuentemente en célculos
técnicos.

Por lo tanto, el objetivo de ésta es establecer las relaciones matematicas entre las medidas de
las longitudes de los segmentos que forman los lados de un tridngulo con las medidas de sus
angulos, de manera que resulte posible calcular unos mediante los otros.

MEDIR un éangulo, es asignarle un ntimero de manera tal que, ese ntimero, permita
reproducirlo en cualquier parte, sin necesidad de transportarlo materialmente de un lugar a otro.

Sistema de medicion de dngulos

Recordamos algunos conceptos relacionados con los signos de los angulos y las unidades en
que se miden los mismos.

Signos de los angulos:

Tomaremos como angulo positivo aquel que se obtiene de hacer rotar una semirrecta en
sentido antihorario.

Y como angulo negativo aquel que se obtiene de hacer girar una semirrecta en sentido
horario.

Negativo

Positivo

Sistema de medicion de dngulos

Analizaremos dos sistemas diferentes que se usan para expresar la medida de un angulo.
Estos sistemas son el “Sistema Sexagesimal” y el “Sistema Circular”

1. Sistema sexagesimal -
Si dividimos una circunferencia de radio cualquiera
en 360 arcos iguales y unimos los puntos de division con el centro,
obtendremos 360 angulos iguales a cada uno de los cuales se asigna

el valor de un grado sexagesimal (1°).
Este sistema utiliza como unidad de medida de los angulos,

el “grado sexagesimal”(?).

La revolucién completa corresponde a 360e. 270°

180~ 0’
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El grado sexagesimal posee submdultiplos (minutos y segundos), los cuales

verifican las siguientes equivalencias:
10 corresponde a 60

1’ corresponde a 60"’

2. Sistema circular.

Este sistema utiliza como unidad de medida el “radian.
Un 4ngulo mide un radian (1 rad) cuando describe un arco de circunferencia cuya longitud es

igual al radio de la misma.
Para saber cuantos radianes mide un angulo determinado, debemos saber cuédntas veces cabe

el radio de la circunferencia en el arco de la misma recorrido por dicho dngulo.
La medida de un angulo queda definida en este sistema, como el cociente entre la longitud

del arco F? y la longitud del radio (r).
Si designamos con a al &ngulo de vértice coincidente con el centro de la circunferencia:

Q

Longitud de arco

o R P longitud de arco PQ
o=
| r

El angulo de un giro mide 27 radianes. El angulo de medio giro mide ¥ radianes. El angulo

recto mide z radianes. La mitad de un dngulo recto mide s radianes.
En el angulo llano (180°), si queremos saber cuantas veces entra el radio en media

circunferencia veremos que lo hace 7 veces.

De esta manera podemos completar la revolucion:
T

2
K 0
2
3
—-JT
2

La revolucién completa corresponde a 2m Rad. De esta manera podemos establecer

equivalencias entre el sistema sexagesimal y el circular. Por ejemplo:
1 o radian equivalen a 180°

En el sistema de medida en radianes, el angulo de un radian (longitud del arco igual a la
medida del radio) equivale a un dngulo del sistema sexagesimal de 57° 17'44”,80; en efecto:
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T rad 180°
1s0° o
1 rad X= = 57°1744",8
T
Ejemplo 1:
5i ¢ = 30 , expresarlo en radianes
18Q° T rad
300 x = rad
6
a" =" 30" =%
180° 6
Ejemplo 2:
a ==
Si 3 , expresarlo en el sistema sexagesimal
T rad 180°
7 rad X =60°
3
180° =
a’=——.—=60°
7 3

Angulos de la figura

Existen tres tipos de angulos:
e agudo (menor de 90°)
e recto (igual a 90°)
e obtuso (mayor de 90°)

Nota: los d&ngulos mayores de 180° y menores de 360° se llaman céncavos.
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ANGULOS CONSECUTIVOS.

Son aquellos dngulos que tienen el vértice en comtn y, como lado comun, el final de un
angulo y el comienzo del otro:

Aquellos angulos consecutivos cuyos lados no comunes forman un 4angulo recto, se
denominan &ngulos complementarios.

Si los lados no comunes de dos angulos consecutivos forman un angulo llano, dichos
angulos son suplementarios.

Los lados no comunes de dos &ngulos consecutivos cualesquiera determinan un &angulo
llamado angulo suma.

Rectas paralelas cortadas por una transversal.

La transversal T corta a 1 y fz en dos puntos, formando los dngulos interiores apy.o y los

angulos externos & 0.

«a,

Los pares de angulos Y y P.7 se denominan alternos internos. Los angulos alternos
internos son congruentes.

0

Los pares de angulos €7 y ?'71 son alternos externos. Los angulos alternos externos son

congruentes.

Los pares de angulos a.& pr oy Yy 0.0 oo correspondientes. Los angulos
correspondientes son iguales.

Los pares de angulos ¥ ¥; BY & son conjugados internos. Estos d&ngulos son suplementarios.
Los pares de angulos £¥ %; #¥ M son conjugados externos. Estos angulos son suplementarios.
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Razones trigonométricas

Las razones trigonométricas de un dngulo a son las razones obtenidas entre los tres lados de
un tridngulo rectangulo.

Video: https://www.youtube.com/watch?v=U1B949eiDxo&t=65s

C cateto opuesto
sena = —
hipotenusa
Hipotenusa Cateto Opuesto COSq — cateto adyacente
hipotenusa
B
cateto opuesto
o tana = P
Cateto adyacente cateto adyacente

La cosecante (cosec) de un angulo es la razén reciproca del seno.
1 hipotenusa

CoseCa = =
sena  cat.opuesto

La secante (sec) de un angulo es la razén reciproca del coseno.
1 hipotenusa

seca = =
cosa  cat.adyacente

La cotangente (cotg) de un dngulo es la razén reciproca de la tangente
1 _ catadyacente

cotga =
tgaa  cat.opuesto

Ejemplo 1:
Resolver el tridngulo rectangulo de la figura conocido un cateto y un angulo agudo.

3E"521 2" A

c=4cm

a) Calculo de ¢,
Los angulos £y ¢ son complementarios.
B+C=90° C=90°-B

£ =90% — 36°52"12"
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L = 353%7"48"
b) Célculo de la hipotenusa (%):
= C c
cosB=— = a= =
a cosB
dem

8= os3es21z ST oM

b) Calculo de b:

tgﬁzg — b=c.tgB
b=4cm.0.75
b=3ecm

Video 1: https://www.youtube.com/watch?v=HB7M2bLJIx6Q&t=51s

Video 2: https://www.youtube.com/watch?v=ncFCIX2RBwc&t=57s

Signos de las razones trigonométricas en los cuatro cuadrantes

Relaciones entre las razones trigonométricas

1C InC I cC IV C
seno + +
cOSeno - +
tangente + - +
cotangente + - +
secante + +
cosecanle + +

Dado los ejes de coordenados xy y el origen de coordenadas O, al trazar una circunferencia
genérica con centro en O, el punto de corte de la circunferencia con el semieje positivo de las x, lo

sefialamos E.

La recta r, que pasa por O y forma un angulo a con el eje x, corta a la circunferencia en el

punto B. La vertical que pasa por E corta la recta r en el punto D.

A D
y L/
B/
Fig. a
b
a
A “ R
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Por semejanza tridngulos: CB_ED (1)
OC OE o
Los puntos E y B estan en la circunferencia de centro O, por eso las distancias OB y OE son

el radio de circunferencia. Si consideramos a la circunferencia de radio 1, se verifica:

CB CB
enle)=gg =1

OC OcC
COS(O!)ZEZT (2)

CB DE DE
W) =5 e 1

Reemplazando (2) en (1), tenemos:  sen(a)

=tg(a)

cos(a)

A
Considerando el tridngulo rectdngulo ABC (segun Fig. a), por el teorema de Pit4dgoras:
CB +0C =0B" (3)

Reemplazando (2) en (3), y sabiendo que OB = radio =1 tenemos:
sen’(a)+cos’ (ar) =1

Lo que llamaremos relacion pitagoérica de la trigonometria.

Razones trigonométricas de 30°, 45°, 60°

Pueden obtenerse facilmente realizando algunas consideraciones geométricas:

a) a=30°

30

30

Dibujamos los tridngulos POM y MOQ, resultando:

|S = 6 = 6 =60°, lo que implica que el triangulo POQ es equilatero, con:
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PQ -1 PM = MQ = 1,
OP’ —OM " + PM”

? — oM +(£j2
2

SW® =12 _(Ejz
2

En estas condiciones obtenemos:

r
2 1 ooy 3
sen30°= = = sen30°= — ==
. > corg(30°) = ¥E
Jar , y .
— m[}gﬁ]:;::ﬁ
cos30°:L:>cos3O°:§ b «ﬁ 3
r .
r cosec(30°) =2
tg30°= 2 — tg30°= - = tg300= 33
N ;
2
b) a =45
y
P
e A2
4 | 2
45 [\ ‘;X
o 2 ¢
L
2
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El triangulo POM es is6sceles (x=y) Por el teorema de Pitdgoras: r? = x* + y?

Y siendo X = Yy, reemplazando en la ecuacién anterior, tenemos:

r’ =x*+x?

r? =2x? J2
=3

o L N2,

Resultando:
2
sen(45°) = cosec(45°) -2
2
cos(45°) = sec(45°) =2
tg(45°) =1 cotg(45°) =1
c) a =60°
Yy
i [ P
30 , 5
|2
> 60 )
o I_ M
2

Para obtener los lados OM y PM; comparar con la figura que corresponde a ¢ = 30°.

sen(GO"):? cosec(60°)=§\/§
cos(60°)=% sec(60°)= 2

tg(60°)=+3 cotg(60°)=§

Las deducciones precedentes pueden resumirse en el siguiente cuadro:
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Rad. Gradas sen | cos | tg |cosec| sec |cotg
sexag.
0 0° 0 1|0 | A 1 | A
1
—r 30° l ﬁ é 2 & \B
6 2 2 3 3
Lol s | 22 V2 V2
4 2 2
1
.y 60° ﬁ l \/g & 2 £
3 2 2 3 3
1
57 90° 1 0 | A 1 A 0

Observacion: sena =c0s(90— )

Identidades trigonométricas

Una identidad es una igualdad que se cumple para todos los valores permisibles de la
variable.

A continuacién, daremos una némina de identidades (sin demostrar) que entendemos
resultando de conocimiento ineludible para un estudiante de ingenieria.

sen(a + B)=sen(«a)-cos(f)+cos(a)-sen()

sen(a — B)=sen(a)-cos(B)—cos(a)-sen(p)

cos(a + ) =cos(ar)-cos(S)—sen(a)-sen()

cos(a — B)=cos(ar)-cos(/)+sen(a)-sen(B)
t

Video: https://www.youtube.com/watch?v=0TM3PIdXCvM &t=344s
Video: https://www.youtube.com/watch?v=EOWKKPIx6iE&t=36s

Resolucion de un tridngulo rectangulo

Resolver un tridngulo rectangulo es hallar uno o mas elementos desconocidos a partir de los
elementos (lados y angulos) conocidos.

Video 3: https://www.youtube.com/watch?v=AFL-Ux]Gzjk&t=53s
Video 4: https://www.youtube.com/watch?v=USzN JtW9c
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Relacidon entre los lados. Teorema de Pitagoras

El cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.
Si ABC es un tridngulo rectangulo, el cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a la
suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos.

. 1. N i
a = 4_;bc—|:b—cj
a’ =2be+b*—2bc+ ¢t
at=5bt+¢?

Ejemplo: Resolver el triangulo rectdngulo de la figura, conociendo dos de sus catetos.

L

h=3cm

c=4cm
Calculo de la hipotenusa (%) aplicamos el Teorema de Pitdgoras:
gt = B® + 2
g = (3em)® + (4 em)*
a’ = 9com? + 16cm’
a® = 25 cm’
a=23cm

Relacidon entre los angulos. Suma de los dngulos interiores de un tridngulo.

B
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Si se cortan los angulos y se disponen como en la figura siguiente, se observa que:

B

A/- C

A+B+C=180°

La suma de los dngulos interiores de un tridngulo es igual a 180°
Observaciones:
e Enun tridangulo a mayor lado se opone mayor angulo.
e Un lado de un tridngulo es menor que la suma de los otros dos y mayor que su
diferencia.
Si la suma de los angulos interiores de un tridangulo es 180°, puede demostrarse facilmente
que la amplitud de un dngulo externo de un tridngulo es igual a la suma de los angulos interiores
no adyacentes.

o=a+pf

Teorema del seno

Los lados de un triangulo son proporcionales a los senos de sus angulos opuestos

a b c

senA  senB  senC

Demostracion:
Para demostrarlo aplicamos la estrategia de la altura. Trazamos la altura h desde el vértice C.
Los triangulos AHC y BHC son rectangulos. Por tanto:
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h
sen(A):B—>h=b-sen(A) a b

sen(A) B sen(B)

b-sen(A)=a-sen(B)—

sen(B)=2—>h=a-sen(B)

A

Esta es la primera de las igualdades buscadas.
Si trazamos la altura desde el vértice B, relacionariamos los lados a y ¢ con sus angulos
opuestos, obteniendo:
a C

senA  senC
Se completa, asi, la cadena de igualdades que queriamos demostrar.

Video: https://www.youtube.com/watch?v=NLbptwEAwO0Y &t=76s

Teorema del coseno

El cuadrado de un lado es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados menos el
doble producto de dichos dos lados por el coseno del angulo comprendido entre ellos:

a’=b”+c’—2-bc-cos(A)
b*=a”+c’-2-ac-cos(B)
c’=b*+a*-2-ba-cos(C)

Demostracion:
Trazamos la altura h, sobre el lado b:
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cos(A):%emzc-cos(A)

CH =b— AH =b—c.cos(A)

Aplicando el teorema de Pitdgoras a los tridangulos AHB y BHC y teniendo en cuenta las
desigualdades anteriores, resulta:

a?=h?+HC =h? +(b—c-cos(A))2 -
=h?+b*+c?-cos*( A)—2bc-cos(A)
cZ=h?+AH =h? +(c-cos(A))2 =h®+c”-cos’(A)
Restando:
a’—c?=b?—2bc-cos(A)

Despejando:
a’=b”+c?—2bc-cos(A)

De forma analoga se llegaria a las otras dos relaciones.

Videol: https://www.youtube.com/watch?v=d0hXtjNz9Ng&t=30s
Video2: https://www.youtube.com/watch?v=NNbKegZRCPQ&t=127s
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Funciones
¢Para qué sirven las funciones?

a) En la Fisica

Sabemos que al suspender un peso de un resorte, éste se alarga, ;podriamos determinar la ley
que rige este alargamiento, al menos para un determinado intervalo? Seria como tratar de expresar
el alargamiento del resorte en funcién del peso.

b) En Quimica

En el laboratorio de Quimica, jpodemos estudiar la temperatura de una masa de agua con
respecto al tiempo en que es sometida al calor? Se trata de relacionar la temperatura en funcion del
tiempo.

¢) En Economia

Un investigador suele expresar: el consumo en funcién del ingreso, también la oferta en
funcién del precio, o el costo total de una empresa en funcién de los cambios de produccién, entre
otros muchos ejemplos donde se analiza cémo se comporta una variable en respuesta a los cambios
que se producen en otras variables.

La palabra funcion se usa frecuentemente para indicar una relaciéon o dependencia de una
cantidad respecto de otra.

Por ejemplo:

- El area de un cuadrado depende de la longitud de su lado.

- El consumo de energia eléctrica depende de la época del afio.

Una relaciéon que a cada elemento de A le asigna uno y sélo un elemento de B, lo llamaremos
funcioén.

Definicion Una funcion f: A —® B es una relacion que asigna a cada elemento X € Auno y solo
un elemento y € B. Se denota y = f(X)

Una relacion es funcion si cumple con las condiciones de existencia y unicidad.

Existencia: Para todo elemento del conjunto de partida, existe por lo menos un elemento del
conjunto de llegada con el cual se relaciona.
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A: Conjunto de partida (Dominio)
B: Conjunto de llegada (Codominio)
fiA—> B
VaeA,IbeB/b=1f(a)

Unicidad: Cada elemento del conjunto de partida se encuentra relacionado con un
anico elemento del conjunto de llegada.

b=f(@) nc=f(a) =b=c

Ejemplo: Determinar si las siguientes relaciones son funciones.

A B A B
0 0 o (]
'/
0
0
s o o
No es funcién Es funcion

No cumple ni existencia ni unicidad

Las funciones se utilizan como herramienta para modelizar una situacién
problemética. No se trata de una tabla de valores, no es una expresiéon simbdlica, no es un
gréfico. Es todo lo anterior de manera integrada.

Interpretacion grafica
Resclvamos estos problemas iniciales:
1) La siguiente grafica representa una excursion en cierto transporte de

un grupo de estudiantes, reflejando el tiempo (en horas) y la distancia
al colegio (en kildrmetros).

DISTANCIA (km)

a) ¢ A cudntos kildémetros es-
taba el lugar que visitaron?
b) ; Cuanto tiempo durd la
visita?

c) ¢Se detuvieron en algin
momento a la ida?, sy ala
vuelta?

d) ¢ Cuanto durd la excur-
sién completa, ida y vuelta?
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Una funcién es una relacién entre los elementos de dos conjuntos tales que a todos
los elementos de un conjunto inicial que llamaremos Dominio, le asigna uno y solo uno de
los elementos del conjunto final, que llamamos Codominio.

Una relacion entre dos variables es funcion si a cada valor de la variable
independiente le corresponde un dnico valor de la variable dependiente. El dominio de
una funcién f es el conjunto de todos los valores que puede tomar la variable
independiente x. Se lo simboliza Dom f.

La imagen de una funcion f es el conjunto de todos los valores que toma la
variable dependiente y. La imagen es un subconjunto del codominio. Se lo simboliza Im
f.

5i la expresion analitica de una funcidn polindmica es f(}j= -x*+4.
x*t1, el dominio son todos los nUmeros reales.
Dom f=9R.

=> 5i la expresion analitica de una funcidn es un cociente, el dominic
son todos los numeros reales, excepto los gque anulan el denominador.

Si la funcion es f(x)= 2 , entonces el Dom f =R — {1}

Introduccion al anélisis de funciones

Las caracteristicas de las funciones se utilizan como herramientas para resolver
problemas. Por ejemplo, analizar el crecimiento o decrecimiento de una grafica, reconocer
los extremos e interpretar estos conceptos en el contexto de un problema es una manera
eficiente de analizar modelos matematicos. Revisaremos algunos de estos conceptos para
poder aplicarlos a la resolucién de problemas.

o Intervalo de crecimiento: Un intervalo es creciente cuando al aumentar el valor
de la variable independiente, aumenta también el valor de la variable
dependiente.

o Intervalo de decrecimiento: Un intervalo es decreciente cuando al aumentar el
valor de la variable independiente, disminuye el valor de la variable
dependiente.

e Intervalo constante: Un intervalo es constante cuando al aumentar el valor de
la variable independiente, no se producen variaciones en la variable
dependiente.

e Miximo: Es un punto de la funcién en el cual ésta pasa de ser creciente a
decreciente.

e Minimo: Es un punto de la funcién en el cual ésta pasa de ser decreciente a
creciente.

e Raices o ceros: Son los valores del dominio que tienen por imagen a cero.
Graficamente es la interseccion de la funcion con el eje de abscisas.
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Funcién lineal
Es unafuncion polinémica de primer grado cuya representaciéon en el plano
cartesiano es una recta.
Su forma es:
v=mx+bV flx)=mx+b

“m” y “b” son nameros reales.
Para obtener la interseccion de la grafica con el eje de ordenadas, el eje “y”, la
variable independiente “x” vale cero.
f(X)=mx+Db

f(0)=m.0+b
f(0)=h

Por lo tanto, el valor “b” indica la ordenada al origen, es decir, la interseccion de la
recta con el eje de ordenadas.

Con el dato de la ordenada al origen, entonces, tenemos un punto de la recta. Para
graficarla necesitamos otro mds. Para encontrarlo, utilizamos el otro dato de la funcién
lineal, el namero real “m”, que representa la pendiente de la recta, la cual esté relacionada
con el angulo de inclinacién que tiene la recta respecto a la horizontal.

yoxea 1 Domf =R
Cuando la abscisa (unidad horizon- ol 22 Imf =R
tal) aumenta una unidad, la ordenada 1 x Int.crec. : (—oo; o)
(ordenada vertical) también aumenta . - ..
una unidad. ; " Raiz:x =4

< >

Ejemplo
Escriba la funcion lineal que expresa la relaciéon entre kg y libras. Recordar que
1Kg = 2,2 libras.

x: cantidad de Kg
y: cantidad de libras.

y=22.x

tga=1m
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Funcion cuadratica

La curva que representa una funciéon cuadratica es la parabola que modelizan
situaciones como:

* El lanzamiento de un proyectil.

* Las antenas parabolicas satelitales y de telefonia.

* Los techos de galpones son parabdlicos.

* Los puentes colgantes.

La forma polinémica de una funcién cuadratica es:

f(x)=ax® +b.x+c

az0
Para hallar las raices se iguala la funcién a 0 y se resuelve la ecuacién cuadrética.
—b++b?—4dac
F12 = 2a

Para determinar las coordenadas del vértice se utilizan las siguientes estructuras:

Ejemplo: fx) = —4x +x7+ 3

Raices:x; =1y x,=3

. Vértice:!lV, = 2
v, = -1
v(2;—1)
Domf =R

Im f =[—1; =)

Intervalo de decrecimiento: (—w; 2)
Intervalo de crecimiento: (2; o0)
4 o 2 P V es un minimo

Las funciones que se utilizaron en la modelizacién de los problemas anteriores estan
formado por uno o més términos; cada uno de los cuales se los llama MONOMIOS.

Cuando la funcién estd formada por varios términos, a la expresiéon se la suele
llamar POLINOMIO. El grado de la funcién polinémica es el mayor exponente que afecta
a la variable.
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Funciones racionales

Una funcién racional es una funcién que puede escribirse como cociente de dos

polinomios.
flx) =—=
Q(x)

Si el denominador es un nimero (un polinomio de grado 0), entonces la funcién es
un polinomio. Por lo tanto, vamos a considerar solamente funciones racionales cuyo
denominador es un polinomio de grado mayor que 0.

Ejemplo:

52

flx) = P

=

w

r

Funcién exponencial

La funcién exponencial aparece con frecuencia en modelos matematicos de
diferentes procesos evolutivos.

La FUNCION EXPONENCIAL esta definida como una
funcion f:® — | que verifica que f(x)=y =a*, donde a>0
y a=1,esunnumero real

Por ejemplo, las amebas son seres unicelulares que se reproducen dividiéndose en
dos. Supongamos que las condiciones de un cultivo son tales que las amebas se duplican
aproximadamente cada hora y que, inicialmente solo hay una ameba.

La funcion que representa la situacion anterior es f(x) = 2%
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Grafica de funciones exponenciales

Para iniciar el estudio del grafico de funciones exponenciales, se tiene en
cuenta que hay dos posibilidades segun la base de la funcion tome va-
lores mayores o menores que

la unidad.

Por ejemplo, el grafico de la /
funcion flx) = 2% es el siguiente: i B //

Im f = (0; ) n4n

Int.Crec.: (—00;00)

En cambio, el grafico

de la funcion: f{x}=[§] €s \ .8

Domf =R
im f = @) O\

Int.Decrec.: (—o0;00)
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Funcion logaritmica

La funcion f:RT >R definida por
f(x)=log, x talquey =log, X < a¥ =X, con a>0
y a=1, un nUmero real, se llama
FUNCION LOGARITMICA de base a.

Representacién grafica de la funcién logaritmica

- —

y =log,(x),a>1

Dom f = (0;00)
Imf=R
Raiz:x =1

:Q_uv"‘ﬁuuu

S5i0<a<1
f es decreciente en todo su dominio

L)

y =logy(x),0<a<1 Sia=1
f es creciente en todo su dominio
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